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Stateczność ruchu pojazdu szynowego na torze zakrzywionym – to ogólne 
zagadnienie badawcze, które stanowi przedmiot wieloletnich badań autorów [6–
12] i którego fragment zawiera niniejszy artykuł. Podstawowym parametrem 
używanym w analizie stateczności ruchu jest prędkość krytyczna. W 
dotychczasowych badaniach autorzy wyznaczali prędkość krytyczną w sposób 
przybliżony. Pozwalało to na ograniczenie ilości badań symulacyjnych i skrócenie 
czasu ich realizacji. Istotą badań, których wyniki zamieszczono w artykule, jest 
precyzyjne wyznaczenie wartości prędkości krytycznej i porównanie nowych 
wartości z wcześniej wyznaczonymi w sposób przybliżony. Parametrem, który jest 
przedmiotem zainteresowania w badaniach są przemieszczenia poprzeczne 
zestawów kołowych. 

Wybrane zagadnienia dokładnego wyznaczania wartości 
prędkości krytycznej modelu pojazdu szynowego 

1. Wstęp 

Ruch pojazdu szynowego jest przedmiotem badań 
teoretycznych i doświadczalnych od początku istnie-
nia tego rodzaju środka transportu. Dziesięciolecia 
badań i rozwoju doprowadziły do wyodrębnienia się 
pewnych dziedzin jak np.: bezpieczeństwo ruchu, 
komfort, stateczność, zagadnienia związane z trwało-
ścią i niezawodnością oraz inne. Autorzy niniejszej 
publikacji prowadzą badania teoretyczne zaliczane do 
analizy stateczności ruchu. W sposób pośredni odno-
szą się one również do bezpieczeństwa ruchu. Obiek-
tem badań jest model numeryczny układu mecha-
nicznego pojazd szynowy – tor. Pozwala on na obli-
czenie wybranych parametrów kinematycznych i 
dynamicznych dla dowolnych zadanych warunków 
ruchu. Przedmiotem dotychczasowych analiz było 
określenie wpływu na stateczność ruchu czynników 
takich jak: parametry układu zawieszenia modelu 
pojazdu, rodzaj zarysów kół i szyn, zużycie zarysów, 
przechyłka toru, pochylenie szyn i inne [6–12]. W 
większości badanych przypadków obserwacji i anali-
zie poddane zostały przemieszczenia poprzeczne 
atakującego zestawu kołowego y. W zależności od 
przyjętych układów współrzędnych i rodzaju trasy 
parametr ten (rozwiązania układu), może przyjmo-
wać wartości ujemne lub dodatnie. Ponieważ z punk-
tu widzenia stateczności istotna jest wartość (znak 
informuje o kierunku przemieszczeń), przyjmowano 
więc do analizy wartość bezwzględną przemieszczeń 
poprzecznych zestawu kołowego. Przykładowe prze-
biegi zmian przemieszczeń poprzecznych w funkcji 
drogi pokonywanej przez model przedstawia rysunek 
2.3 c i d. Jak można zauważyć parametr ten może 
dążyć do przyjęcia wartości stałej (c) lub zmiennej  

(d). W pierwszym przypadku charakter rozwiązań 
nazywany jest stacjonarnym (quasistatycznym). Po-
czątkowe zmiany wynikają z nałożenia na oba zesta-
wy kołowe wymuszeń początkowych. W drugim 
przypadku zmiany mają charakter okresowy o stałej 
częstotliwości i amplitudzie. Nazywane są rozwiąza-
niami okresowymi i mają charakter cyklu graniczne-
go. Oba typy rozwiązań należą do rozwiązań statecz-
nych. Oznacza to niezmienność ruchu (i rozwiązania) 
na dowolnie długim odcinku toru. Widoczna asyme-
tria przemieszczeń względem linii zerowej wynika z 
ruchu po łuku z prędkością, dla której występuje 
niedobór przechyłki toru. Prędkość ruchu modelu jest 
jednym z parametrów decydujących o charakterze 
rozwiązań (stacjonarne lub okresowe) przy założeniu, 
że wszystkie inne parametry układu pozostają stałe. 
Rozwiązania stacjonarne występują przy mniejszych 
prędkościach. Z uwagi na fakt, że badany model 
umożliwia zadanie jednej stałej wartości prędkości w 
danej symulacji ruchu, chcąc wykonać obliczenia dla 
innej należy przeprowadzić nową symulację zmienia-
jąc wartość prędkości z określonym krokiem. Naj-
mniejsza zadana prędkość ruchu, dla której pojawią 
się rozwiązania okresowe o charakterze cyklu gra-
nicznego nazywana jest prędkością krytyczną układu 
nieliniowego vn. W literaturze prędkość ta nazywana 
jest również prędkością podkrytyczną punktu bifur-
kacji Hopfa. Wystąpienie w układzie prędkości kry-
tycznej vn nie musi oznaczać wykolejenia, ponieważ 
zakres okresowych przemieszczeń poprzecznych 
zestawu kołowego mieści się w przedziale stosowa-
nego luzu poprzecznego zestaw kołowy – tor. Z 
punktu widzenia stateczności ruchu najistotniejsze  
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jest wyznaczenie wartości prędkości krytycznej oraz 
maksymalnej prędkości, dla której rozwiązania mają 
jeszcze charakter cyklu granicznego lub stacjonarny 
(największej możliwej prędkości). 

W dotychczasowych badaniach autorzy wyzna-
czali prędkość krytyczną w symulacjach ruchu na 
torze prostym, traktując ją jako punkt wyjścia. Na-
stępnie wyznaczali prędkości krytyczne w łukach, 
przyjmując domniemanie, że prędkości vn w łukach 
będą takie same i równe prędkości krytycznej wyzna-
czonej na torze prostym. W zdecydowanej większo-
ści przypadków domniemanie to potwierdziło się. 
Stąd przyjmowano jedną wartość oddzielającą zakres 
rozwiązań stacjonarnych od rozwiązań okresowych 
na wszystkich badanych trasach (łukowych o pro-
mieniach R = 600 m – ∞, rys. 5 i 6). Ze względu na 
uproszczony charakter wyznaczania prędkości vn w 
niniejszej pracy podjęto próbę zweryfikowania do-
kładności wartości vn wyznaczonych w poprzednich 
badaniach. 

Badany układ mechaniczny należy do grupy tzw. 
układów o sztywnym charakterze pobudzenia. Ozna-
cza to, że dla parametrów ruchu spełniających wa-
runki wystąpienia rozwiązań okresowych (drgań 
samowzbudnych w układzie rzeczywistym), układ 
wymaga wymuszenia początkowego o określonej 
wartości aby rozwiązania stacjonarne zmieniły cha-
rakter na okresowy. Rysunek 1 przedstawia charakter 
rozwiązań (przemieszczeń poprzecznych atakującego 
zestawu kołowego) w funkcji drogi pokonywanej 
przez model na torze prostym, przy stałej prędkości 
ruchu 43m/s i różnych wymuszeniach początkowych 
(przemieszczeniach poprzecznych zestawów wzglę-
dem toru). Jak można zauważyć dla wymuszeń 
mniejszych od 0,00021 m amplitudy przemieszczeń 
mają charakter malejący, rozwiązania przyjmują 
charakter stacjonarny (quasi-statyczny). Wartością 
graniczną (minimalną) wymuszeń początkowych, dla 
której następuje zmiana charakteru rozwiązań na 
okresowy jest 0,00022 m. Można więc zauważyć, że 
bardzo małe zmiany wartości wymuszeń początko-
wych (0,01 mm) mają istotny wpływ na charakter 
rozwiązań a zatem i na stwierdzenie wystąpienia 
krytycznej wartości prędkości ruchu. Większe od 
0,00022 m wymuszenia początkowe nie mają wpły-
wu na charakter rozwiązań a jedynie na skrócenie 
drogi, na której następuje stabilizacja wartości ampli-
tudy przemieszczeń. Przedstawione na rys. 1 wyniki 
uzyskano z modelu wyposażonego w tablice parame-
trów kontaktowych utworzoną dla kół o zarysach 
S1002 i szyn UIC60. Dla innych konfiguracji zary-
sów graniczna wartość wymuszeń początkowych ma 
inną wartość. Na przykład dla zarysów kół typu BR-
P10 i szyn UIC60 jest to 0,0045 m, a więc dla kon-
kretnych konfiguracji modelu wymuszenia decydują-
ce o charakterze rozwiązań mogą różnić się w sposób 
znaczący. Wykonując wielokrotne symulacje ruchu). 

dla poszczególnych konfiguracji modelu stwierdzono,  
że wymuszenia początkowe o wartości 0,0045 m są w 
każdym  przypadku  dostatecznie  dużą w artością do 
zainicjowania  rozwiązań  okresowych  (drgań  samo- 
wzbudnych),  jeżeli  spełnione są warunki sprzyjające  
transformacji  energii  ruchu roboczego modelu pojaz- 
du do  układu  drgającego  ( przemieszczenia  poprze- 
czne zestawów kołowych 

Rys. 1. Wpływ wartości wymuszeń początkowych y(0) na 
charakter rozwiązań badanego układu 

Dlatego w dotychczasowych badaniach zadawano 
wymuszenia o wartości 0,0045 m w każdej symula-
cji. Decyzji takiej towarzyszyła świadomość przybli-
żonego wyznaczania wartości prędkości krytycznej i 
potencjalnej możliwości pomijania rozwiązań wielo-
krotnych. Podyktowana była przede wszystkim po-
trzebą skrócenia czasu obliczeń. Zwiększenie do-
kładności wyznaczania prędkości krytycznej w ni-
niejszym artykule osiągnięto poprzez zmniejszenie 
interwału prędkości pomiędzy poszczególnymi sy-
mulacjami i wariantowanie (skrupulatne przeszuki-
wanie) zakresu warunków początkowych. 

2. Model i metoda 

Badany układ mechaniczny to model pojazdu 
szynowego dwuosiowego z jednym stopniem usprę-
żynowania (rys. 2). Odpowiada on strukturze wagonu 
towarowego HSFV1 kolei brytyjskich [5]. Model 
wagonu uzupełniono o poprzecznie i pionowo 
podatny model toru (rys. 3). Model wagonu i toru są 
badane łącznie, stanowiąc dyskretny układ pojazd 
szynowy – tor. Model matematyczny układu 
zbudowano zgodnie z metodyką uogólnionego 
modelowania dynamiki pojazdów szynowych 
przedstawioną w [5]. 

Rys. 2. Struktura modelu pojazdu 
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Rys. 4. Schemat metody tworzenia wykresów bifurkacyjnych 

Rys. 5. Wykresy stateczności ruchu modelu z konfiguracją 
zarysów kół S1002 i szyn UIC60 

Rys. 6. Wykresy stateczności ruchu modelu z konfiguracją 
zarysów kół S1002 i szyn S49 

Na rysunku 4 przedstawiono schemat metody 
tworzenia wykresów bifurkacyjnych (map statecz-
ności ruchu). Szczegółowy opis metody można 
znaleźć w [7, 8, 9, 12]. 

3. Wyniki badań 

Poniżej przedstawiono wyniki uzyskane z badań 
modelu wykorzystującego tablice parametrów kon-
taktowych dla par zarysów kół i szyn kolejno: 
S1002/UIC60, BR-P10/UIC60, S1002/S49. Ze 
względu na ograniczoną objętość artykułu przedsta-
wiono tylko kilka wybranych wyników i krótką ich 
interpretację. Zamieszczone na rysunkach 5 i 6 wyni-
ki wcześniejszych badań stanowią bazę porównawczą 
dla wyników bieżących. 

3.1. Model z zarysami kół i szyn S1002/UIC60 

Łuk o promieniu R = 600 m, posiada najmniejszą 
wartość promienia, dla którego możliwe jest zidentyfi-
kowanie prędkości krytycznej vn oraz rozwiązań sta-
tecznych okresowych w obszarze prędkości nadkry-
tycznych, dla tej konfiguracji zarysów kół i szyn. Jak 
można zauważyć na rys. 7, pierwotnie określona war-
tość prędkości krytycznej (na torze prostym) 43 m/s,  

Rys. 3. Struktura modelu toru podatnego: a) poprzecznie, 
b) pionowo 
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nieznacznie różni się od precyzyjnie wyznaczonej 
wartości vn = 42,7 m/s. Przy tej prędkości graniczna 
wartość wymuszeń początkowych yp(0) wynosi 0,0039 
m. Dla wartości yp(0) mniejszych od 0,0039 m 
występowały rozwiązania stateczne stacjonarne, dla 
yp(0) większych od 0,0039 m rozwiązania stateczne 
okresowe o charakterze cyklu granicznego. 

Rys. 7. Wykresy stateczności ruchu dla zarysów S1002/UIC60 na 
trasie o promieniu R = 600 m 

Na trasie o większym promieniu łuku R = 900 m, 
różnica pomiędzy wartością prędkości vn określonej 
pierwotnie i dokładnie wzrosła (wykresy pominięto). 
W tym przypadku vn = 39,8 m/s, co jest wartością 
mniejszą od wartości określonej pierwotnie o 3,2 m/s. 
Graniczna wartość wymuszeń początkowych wynosi 
yp(0) = 0,0013 m. 

Zwiększenie promienia łuku do 1200 m powoduje 
zmniejszenie wartości prędkości krytycznej do 39,4 
m/s (rys. 8). Jest to najmniejsza prędkość, przy której 
pojawiają się rozwiązania okresowe a graniczna war-
tość wymuszeń początkowych wynosi 0,0014 m. 
Występuje tutaj również w zakresie prędkości ruchu 
39,4–40,1 m/s, obszar rozwiązań wielokrotnych za-
leżnych od wymuszeń początkowych. 

Rys. 8. Wykresy stateczności ruchu dla zarysów S1002/UIC60 na 
trasie o promieniu R = 1200 m 

Rys. 9. Wykresy stateczności ruchu dla zarysów S1002/UIC60 na 
trasie o promieniu R = 10000 m 
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Rys. 10. Wykresy stateczności ruchu modelu z zarysami kół i 
szyn S1002/UIC60 na torze prostym 

Na trasie o dużym promieniu łuku R = 10000 m 
prędkość krytyczna ma jeszcze mniejszą wartość 37,7 
m/s (rys. 9). Graniczna wartość wymuszeń począt-
kowych wynosi 0,00037 m. 

W porównaniu do poprzednich przypadków 
zwiększył się tutaj zakres prędkości (37,7–43 m/s), w 
którym występują rozwiązania wielokrotne zależne 
od wartości wymuszeń początkowych. 

Na torze prostym różnica pomiędzy prędkością 
krytyczną wyznaczoną ,,zgrubnie” a tą wyznaczoną 
precyzyjnie osiągnęła największą wartość (rys. 10). 
Dla wymuszeń początkowych yp(0) ≥ 0,0004 m, roz-
wiązania okresowe pojawiają się przy prędkości 37 
m/s. Jest tutaj również najszerszy zakres prędkości 
(37–51 m/s), w którym występują rozwiązania wielo-
krotne zależne od wymuszeń początkowych. 

3.2. Model z zarysami kół i szyn BR-P10/UIC60 

W poprzednio wykonanych badaniach prędkość 
krytyczną modelu z zarysami kół BR-P10 i szyn 
UIC60, na torze prostym, zidentyfikowano przy 45,3 
m/s (rys. 11). Zwiększając wymuszenia początkowe 
od 0 do 0,0054 m, rozwiązania okresowe pojawiły się 
przy prędkości 41,6 m/s. Wartości wymuszeń po-
czątkowych yp(0) > 0,0054 m, nie miały już żadnego  

wpływu na charakter rozwiązań dla prędkości ruchu 
mniejszych od 41,6 m/s. Otrzymano w ten sposób 
nową wartość vn na torze prostym. Należy zaznaczyć,  
że w tym przypadku na trasach łukowych wymu-
szenia początkowe nie miały żadnego wpływu na 
charakter rozwiązań dla prędkości ruchu mniejszych 
od 45,3 m/s. A więc pierwotnie określona wartość 
prędkości krytycznej na trasach będących łukami 
pozostała słuszna (wyniki badań – pominięto). 

Rys. 11. Wykresy stateczności ruchu modelu z zarysami kół i 
szyn BR-P10/UIC60 na torze prostym 

3.3. Model z zarysami kół i szyn S1002/S49 

Dla modelu z zarysami kół S1002 i szyn S49 w 
poprzednich badaniach prędkość krytyczna została 
zidentyfikowana na torze prostym przy 33,2m/s (rys. 
6 i 13). Wartość ta nie uległa zmianie mimo uszcze-
gółowienia badań. Model z rozważanymi zarysami 
charakteryzował się rozwiązaniami statecznymi sta-
cjonarnymi na trasach o małych promieniach łuków 
(600 i 900 m), w pewnych zakresach prędkości ruchu 
większych od wartości krytycznej (rys. 6). Szczegó-
łowe badania na trasie o promieniu łuku 600 m, przy 
zmienianych w szerokim zakresie wymuszeniach 
początkowych wykazały, że najmniejsza prędkość 
ruchu, przy której pojawiają się rozwiązania okreso-
we wynosi 38,5 m/s (rys. 12). Graniczna wartość  
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wymuszeń początkowych yp(0) = 0,0016 m. A więc 
na tej trasie vn= 38,5 m/s. Na torze prostym graniczna 
wartość wymuszeń początkowych wynosi 0,003 m i 
maleje wraz ze wzrostem prędkości osiągając zero 
przy 34,1 m/s (rys. 13). 

Rys. 12. Wykresy stateczności ruchu modelu dla zarysów 
S1002/S49 na trasie o promieniu R = 600 m 

Rys. 13. Wykresy stateczności ruchu modelu z zarysami kół i 
szyn S1002/S49 na torze prostym 

4. Wnioski 

Wymuszenia początkowe mają istotny wpływ na 
dokładność określenia wartości prędkości krytycznej 
na torze prostym. Na trasach łukowych wpływ wy-
muszeń początkowych maleje wraz ze zmniejszaniem 
wartości promienia łuku trasy. Wartości wymuszeń 
początkowych decydujące o charakterze rozwiązań 
układu, mogą różnić się znacząco w zależności od 
konkretnych konfiguracji tego samego modelu. Nale-
ży mieć na uwadze fakt, że badany układ jest wielo-
wymiarowy. A więc pełną informację o wartości 
prędkości krytycznej, mogą dać badania wykonane 
dla wymuszeń początkowych zadawanych na po-
szczególne bryły modelu we wszystkich możliwych 
kierunkach przemieszczeń. 
Praca naukowa finansowana ze środków na naukę 
MN i SW w latach 2009–20011 jako projekt badaw-
czy nr N N509 403136. 
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